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一般化線形モデル
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指数型分布族の対数尤度関数
最尤推定の準備

• 指数型分布族の確率密度関数

• 指数型分布族の尤度関数

• 指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量

– 対数尤度関数のθに関する微分
• パラメータの推測に利用できる→最尤推定

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ydcbyayf ++= θθθ exp,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ydcbyayL ++= θθθ exp,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ydcbyayLyl ++== θθθθ ,log,
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指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量U

– Uはyに依存するので確率変数

– Uの期待値はaの期待値で表される

• aはYに依存する確率変数

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θθθ
θ

θ cbyayl
d
dyU ′+′== ,,

( ) ( ) ( ) ( )θθ cbYaYU ′+′=

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]θθ cbYaEYUE ′+′=
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指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量Uの期待値

• スコア統計量の期待値は0となる
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指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量Uの分散→情報量を表す

– スコア統計量は確率変数a(Y)の線形変換

( ) ( ) ( ) ( )θθ cbYaYU ′+′=
( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]YabcbYaYU varvarvar 2θθθ ′=′+′==ℑ
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指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量のほかの性質1

– ∵

• スコア統計量のほかの性質2
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指数型分布族の対数尤度関数

• スコア統計量のほかの性質
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一般化線形モデル
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一般化線形モデル

• 指数型分布族の分布を持つ

• 独立な確率変数Y1,・・・,YNの集合の条件

– 条件1:各確率変数Yiの分布は正準形(a(y)=y)で
一つのパラメータθiに依存

– 条件2:全ての確率変数Yiの分布は同じ型

( ) ( ) ( ) ( )[ ]iiiiii ydcbyyf ++= θθθ exp;
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一般化線形モデル

• 確率変数Y1,・・・,YNの同時確率密度関数
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一般化線形モデル

• 少数のパラメータでモデルを表現
– 確率変数Yiの期待値μiがパラメータ
β1,・・・,βp(p<N)の関数として表される

• 説明変数ベクトル
– ダミー変数

• パラメータベクトル

• 単調かつ微分可能な連結関数
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一般化線形モデル

• モデルの構成
– 確率変数Y1,・・・,YN(指数型分布族)
– パラメータベクトルβの集合と説明変数の行列

– 単調な連結関数g

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

pβ

β
β M

1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

NpN

p

T
N

T

xx

xx

x

x
X

L

MM

L

M

1

1111

( ) βμ T
ii xg = [ ]ii YE=μ



2009/7/03 13

パラメータの推定

• 推定法

– 最尤推定法 → これをする

– 最小二乗法

– その他

• 一般化線形モデル

– 最尤法によるパラメータの点推定・区間推定

• 数値解析

• 収束計算(ニュートンラプソン法)
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一般化線形モデルの最尤推定

• 一般化線形モデルの確率変数Y1,・・・,YN
– 期待値

– 連結関数

• 確率変数に関係するパラメータβの推定

– 各確率変数に対する対数尤度関数
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一般化線形モデルの最尤推定

• 全ての確率変数に対する対数尤度関数

– 対数尤度関数を最大化するパラメータβ

• スコア関数

• 非線形関数の解を求める→ニュートンラプソン法
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ニュートンラプソン法

• 非線形関数yがx軸と交わる点を求める

– 値 での関数の傾き

– なら

• 収束するまで計算
– スコア関数の微分を求める必要有

( ) 0=xy
( )1−mx

( )

( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )1

1
1

1
−

−
−

= −
−

≅′=
−

mm

mm
m

xx xx
xyxyxy

dx
dy

m

( )( ) 0=mxy ( )( )
( )( )

( ) ( )1

1
1 0

−

−
−

−
−

=′
mm

m
m

xx
xyxy

( ) ( )
( )( )
( )( )1

1
1

−

−
−

′
−= m

m
mm

xy
xyxx



2009/7/03 17

一般化線形モデルの最尤推定

• スコア関数内微分第一項

– 期待値の関係 [ ] ( )
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一般化線形モデルの最尤推定

• ∴

• スコア関数内微分第二項

– 前出の分散
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一般化線形モデルの最尤推定

• 分散を代入
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一般化線形モデルの最尤推定
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• スコア関数内微分第三項

• スコア関数
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