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シラバス

• 授業の目的
– 工学分野でよく用いられる数値計算の算法ならびにそれらの数値的な特性について理解させる．

• 授業計画
– 数値計算と誤差（1回）

• 数値計算の必要性ならびに誤差の種類について説明するとともに，行列式とその性質，行及び列の交換などの基本演算，逆行列
の定義と求め方について説明する．

– 代数方程式（2回）
• ２分法，Newton‐Raphson法，Bailey 法について解説する．また，多変数に対するNewton‐Raphson法と収束に関する留意点につい

て述べる．

– 連立方程式（３回）
• Gauss の消去法，Gauss‐Jordan の掃き出し法，LU 分解法の手順ならびに計算複雑度について解説する．また，Jacobi 法，Gauss‐

Seidel 法，SOR 法などの反復法について手順並びに収束条件について解説する．

– 行列の固有値（３回）
• 固有値の性質，べき乗法，Householder 法，QR 法について述べる．QR 法の収束定理について解説する．

– 補間法（２回）
• 線形補間，Lagrange 補間，Newton 補間，スプライン補間について述べる．多項式補間については算出方法をスプライン補間につ

いては３次のスプライン関数の導出方法を説明する．また，自然なスプライン関数とその特徴について解説する．

– 関数近似（１回）
• 最小２乗法による関数の近似について解説する．

– 数値積分（１回）
• 台形公式，シンプソンの公式による数値積分について解説する．

– 常微分方程式（１回）
• 単区分法である Euler 法，修正Euler 法，Runge‐Kutta法ならびに複区分法である Adams‐Moulton の予測子・修正子法について解

説する．また，数値不安定性についても解説する．

• 教科書佐藤・中村共著「よくわかる数値計算」日刊工業新聞社
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数値積分

• 関数 の定積分

– が簡単な場合 → 解析解

– が複雑な場合 → 数値積分

• 積分 → 積算による近似

• 積分範囲 ܽ, ܾ の定積分
– ݊点に分割

– 分割点ݔ ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊ の関数値݂ ݔ を用いて近似

– ܫ ൌ  ݂ ݔ ݔ݀

 ≅ ∑ ݂ݓ ݔ


ୀ

» 重みݓ → 近似誤差が小さくなるように選ぶ

2013/01/09 数値解析‐12 3

ݔ

݂ ݔ

短冊の面積を
求めるのに相当

数値積分

• 積分区間を等間隔に分割
– 区分求積法 ݕ ൌ ݂ ݔ として求める
– 関数݂ ݔ を݉次補間多項式として近似，
ܫ ≅ ∑ ݂ݓ ݔ


ୀ の重みݓを与える

• ニュートンコーツ型の積分公式
– 1次の補間多項式 → 台形公式
– 2次の補間多項式 → シンプソン公式 等

• その他
– 精度の逐次改善を図ったもの → ロンバーグ法

• 積分区間を不等間隔に分割
– ガウス型積分公式 → 直交多項式の零点を分点とする

• チェビシェフ・ガウスの積分公式
• ルジャンドル・ガウスの積分公式
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区分求積法

• 積分区間 を 個の等間隔 で分割

– 

ୀଵ として求める
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ଵݔ
ݔ

݂ ݔ

ݔ ݔ

ܽ ܾ

݄

台形公式

• 積分区間 を 個の等間隔 で分割

– 関数 を一次補間多項式（直線）で近似
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ଵݔ
ݔ

݂ ݔ

ݔ ݔ

ܽ ܾ

݄



台形公式

• 積分区間 を 等分

– 刻み幅݄ ൌ ି


– 分割点ݔ ൌ ܽ  ݄݅ ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊

• 被積分関数 の 近傍でのテイラー展開

– ݂ ݔ  ݖ ൌ ݂ ݔ  ௭

ଵ!	
݂ᇱ ݔ  ௭మ

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ  ௭య

ଷ!	
݂ ଷ ݔ 

௭ర

ସ!	
݂ ସ ݔ  ⋯

– ݂ᇱ ݔ でまとめると

• ݂ᇱ ݔ ൌ  ௫ା௭ ି ௫
௭

െ ௭

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ െ ௭మ

ଷ!	
݂ ଷ ݔ െ ௭య

ସ!	
݂ ସ ݔ െ ⋯
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台形公式

• 分割点ݔからݔାଵまでの積分をテイラー展開を使って考える

– ܫ ൌ  ݂ ݔ ݔ݀
௫శభ
௫

ൌ  ݂ ݔ ݔ݀
௫ା
௫

ൌ  ݂ ݔ  ݖ ݖ݀



• ただしݔ ൌ ݔ  ݖ

– ܫ ൌ  ݂ ݔ 
௭

ଵ!	
݂ᇱ ݔ 

௭మ

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ 

௭య

ଷ!	
݂ ଷ ݔ 

௭ర

ସ!	
݂ ସ ݔ  ⋯ ݖ݀




ൌ ቈ݂ݖ ݔ 
ଶݖ

2 ൈ 1!	
݂ᇱ ݔ 

ଷݖ

3 ൈ 2!	
݂ᇱᇱ ݔ 

ସݖ

4 ൈ 3!	
݂ ଷ ݔ 

ହݖ

5 ൈ 4!	
݂ ସ ݔ

 ⋯ 




ൌ ݄݂ ݔ 
݄ଶ

2!	
݂ᇱ ݔ 

݄ଷ

3!	
݂ᇱᇱ ݔ 

݄ସ

4!	
݂ ଷ ݔ 

݄ହ

5!	
݂ ସ ݔ  ⋯

• ݖ ൌ ݄として݂ᇱ ݔ ൌ  ௫ା ି ௫


െ 

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ െ మ

ଷ!	
݂ ଷ ݔ െ య

ସ!	
݂ ସ ݔ െ ⋯を代入
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台形公式

• 積分計算の変形

– ܫ ൌ ݄݂ ݔ  మ

ଶ!	

 ௫ା ି ௫


െ 

ଶ!
݂ᇱᇱ ݔ െ మ

ଷ!
݂ ଷ ݔ െ య

ସ!
݂ ସ ݔ െ ⋯  య

ଷ!
݂ᇱᇱ ݔ 

ర

ସ!
݂ ଷ ݔ  ఱ

ହ!
݂ ସ ݔ  ⋯

ൌ

݄݂ ݔ  

ଶ	
݂ ݔ  ݄ െ ݂ ݔ +݂ᇱᇱ ݔ

య

ଷ!
െ య

ଶൈଶ!
 ݂ ଷ ݔ

ర

ସ!
െ ర

ଶൈଷ!


݂ ସ ݔ
ఱ

ହ!
െ ఱ

ଶൈସ!
 ⋯

ൌ
݄
2	

݂ ݔ  ݄  ݂ ݔ െ
݄ଷ

12	
݂ᇱᇱ ݔ െ

݄ସ

6
݂ ଷ ݔ െ

݄ହ

80
݂ ସ ݔ െ ⋯

• ݄ଷ以上の項を無視

– ܫ ≅


ଶ	
݂ ݔ  ݄  ݂ ݔ

– ここでݔ  ݄ ൌ ାଵݔ
• ܫ ≅



ଶ	
݂ ାଵݔ  ݂ ݔ
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台形公式

• ܫ ൌ


ଶ	
݂ ାଵݔ  ݂ ݔ

– 2点 ,ݔ ݂ ݔ , ,ାଵݔ ݂ ାଵݔ を直線で近似した台形の面積

• 区間 ܽ, ܾ の積分 → ݊個の区間の積分ܫの和

– ܫ ൌ  ݂ ݔ ݔ݀

 ≅ ∑ ܫ

ିଵ
ୀ

ൌ 
݄
2	

݂ ାଵݔ  ݂ ݔ

ିଵ

ୀ

ൌ
݄
2	

݂ ݔ  2݂ ݔ

ିଵ

ୀଵ

 ݂ ୬ݔ
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ݔ ାଵݔ

݂ ାଵݔ
݂ ݔ

݄



台形公式

• 区間 ,ݔ ାଵݔ における台形公式の積分誤差ܧ

– ܧ ൌ ܫ െ


ଶ	
݂ ାଵݔ  ݂ ݔ ൌ െ య

ଵଶ	
݂ᇱᇱ ݔ െ ర


݂ ଷ ݔ െ

ఱ

଼
݂ ସ ݔ െ ⋯ ൌ െ య

ଵଶ	
݂ᇱᇱ ݔ െ ܱ ݄ସ

• ݂ ݔ が一次関数の場合݂ᇱᇱ ݔ ൌ ݂ ଷ ݔ ൌ ݂ ସ ݔ ൌ ⋯ ൌ 0となるので誤差
はܧ ൌ 0

• 区間 ܽ, ܾ における台形公式の積分誤差ܧ

– ܧ  ∑ ܧ

ୀଵ ൌ ∑ െ య

ଵଶ	
݂ᇱᇱ ݔ െ ܱ ݄ସ

ୀଵ  ݊ య

ଵଶ	
ܯ  ܱ ݄ସ

• ただしܯ ൌ max
ஸ௫ஸ

݂ᇱᇱ ݔ

• ݄が十分に小さいとき
య

ଵଶ	
ܯ ≫ ܱ ݄ସ

– ܧ  ݊
య

ଵଶ	
ܯ ൌ

ି



య

ଵଶ	
ܯ ൌ ݄ଶ

ି

ଵଶ	
ܯ

» 刻み幅݄ ൌ
ି


– 誤差は刻み幅݄の二乗݄ଶに比例

» 刻み幅半分で誤差1/4
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台形公式

• 刻み幅 の設定

– 刻み幅 と刻み幅


ଶ
の積分計算の比較

• 刻み幅݄	 ܫ ൌ


ଶ	
݂ ݔ  ݄  ݂ ݔ

• 刻み幅


ଶ
	 ାଵ′ܫ ൌ



ସ	
݂ ݔ  ݄  2݂ ݔ 



ଶ
 ݂ ݔ

• ାଵ′ܫ െ ܫ  またはߝ
ூᇱశభିூ
ூᇱశభ

 ߝ

– 収束判定指数ߝ
– 刻み幅を小さくすると誤差は小さくなる

» 計算回数は増加する → 丸め誤差が増加
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これだけ新たに求める
漸増計算が可能



シンプソン公式

• を二次の補間多項式で近似

– 台形公式より少ない計算量で，誤差が小さくなる

• 積分区間 を 等分

– 刻み幅
ି

ଶ

– 分割点  ଵ ଶ

– 分割点 ିଵから ାଵまでの積分 を考える

– 
௫శభ
௫షభ

௫ା
௫ି 


ି

• ただしݔ ൌ ݔ  ݖ
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シンプソン公式

• 被積分関数݂ ݔ のテイラー展開を用いた表現

– ݂ ାଵݔ ൌ ݂ ݔ  ݄ ൌ ݂ ݔ  

ଵ!	
݂ᇱ ݔ  మ

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ  య

ଷ!	
݂ ଷ ݔ  ర

ସ!	
݂ ସ ݔ  ⋯

– ݂ ିଵݔ ൌ ݂ ݔ െ ݄ ൌ ݂ ݔ  ି

ଵ!	
݂ᇱ ݔ  ି మ

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ  ି య

ଷ!	
݂ ଷ ݔ  ି ర

ସ!	
݂ ସ ݔ 

⋯
• 二階の導関数を求める

– ݂ ାଵݔ と݂ ିଵݔ のテイラー展開の和

݂ ାଵݔ  ݂ ିଵݔ
ൌ ݂ ݔ  ݂ ݔ 

݄  െ݄
1!	

݂ᇱ ݔ 
݄ଶ  െ݄ ଶ

2!	
݂ᇱᇱ ݔ 

݄ଷ  െ݄ ଷ

3!	
݂ ଷ ݔ


݄ସ  െ݄ ସ

4!	
݂ ସ ݔ  ⋯

ൌ 2݂ ݔ  2
݄ଶ

2!	
݂ᇱᇱ ݔ  2

݄ସ

4!	
݂ ସ ݔ  2

݄

6!	
݂  ݔ  ⋯

• ݂ᇱᇱ ݔ ൌ ଵ

మ
݂ ାଵݔ െ 2݂ ݔ  ݂ ିଵݔ െ 2 ర

ସ!	
݂ ସ ݔ െ 2 ల

!	
݂  ݔ െ ⋯
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シンプソン公式

• 被積分関数݂ ݔ のݔ近傍でのテイラー展開を用いて積分ܫを求める

– ܫ ൌ  ݂ ݔ 
௭

ଵ!	
݂ᇱ ݔ 

௭మ

ଶ!	
݂ᇱᇱ ݔ 

௭య

ଷ!	
݂ ଷ ݔ 

௭ర

ସ!	
݂ ସ ݔ  ⋯ ݖ݀


ି

ൌ ቈ݂ݖ ݔ 
ଶݖ

2 ൈ 1!	
݂ᇱ ݔ 

ଷݖ

3 ൈ 2!	
݂ᇱᇱ ݔ 

ସݖ

4 ൈ 3!	
݂ ଷ ݔ 

ହݖ

5 ൈ 4!	
݂ ସ ݔ

 ⋯ 
ି



ൌ ݄ െ െ݄ ݂ ݔ 
݄ଶ െ െ݄ ଶ

2!	
݂ᇱ ݔ 

݄ଷ െ െ݄ ଷ

3!	
݂ᇱᇱ ݔ


݄ସ െ െ݄ ସ

4!	
݂ ଷ ݔ 

݄ହ െ െ݄ ହ

5!	
݂ ସ ݔ  ⋯

ൌ 2݄݂ ݔ 
2݄ଷ

3!
݂ᇱᇱ ݔ 

2݄ହ

5!
݂ ସ ݔ 

2݄

7!
݂  ݔ  ⋯

• ݂ᇱᇱ ݔ ൌ ଵ

మ
݂ ାଵݔ െ 2݂ ݔ  ݂ ିଵݔ െ 2 

ర

ସ!	
݂ ସ ݔ െ 2 

ల

!	
݂  ݔ െ ⋯ を代入
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シンプソン公式

• ܫ ൌ 2݄݂ ݔ 

2݄ଷ

3!
1
݄ଶ

݂ ାଵݔ െ 2݂ ݔ  ݂ ିଵݔ െ 2
݄ସ

4!	
݂ ସ ݔ െ 2

݄

6!	
݂  ݔ െ ⋯


2݄ହ

5!
݂ ସ ݔ 

2݄

7!
݂  ݔ  ⋯

ൌ
݄
3

6݂ ݔ  ݂ ାଵݔ െ 2݂ ݔ  ݂ ିଵݔ െ 2
݄ସ

4!	
݂ ସ ݔ െ 2

݄

6!	
݂  ݔ െ ⋯

6݄ସ

5!
݂ ସ ݔ 

6݄

7!
݂  ݔ  ⋯

ൌ
݄
3
ቊ݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ  ݄ସ

6
5!
െ
2
4!	

݂ ସ ݔ

 ݄
6
7!
െ
2
6!

݂  ݔ  ⋯ቋ
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シンプソン公式

• ܫ ൌ

ଷ
݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ െ ݄ସ ଵ

ଷ
݂ ସ ݔ െ ݄ ଵ

ଷ
݂  ݔ െ ⋯

• ݄ସ以上の項を無視

• ܫ ≅


ଷ
݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ
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ݔ

݂ ݔ

ݔ ିଵݔାଵݔ

݂ ݔ
݂ ିଵݔ

݂ ାଵݔ

シンプソン公式

• は分割点 ିଵから ାଵまでの積分
• 等分された区間 の積分 は

– とすると
• ݅ െ 1 ൌ 0,2,⋯ , 2݊ െ 2
• ݅  1 ൌ 2,4,⋯ , 2݊

–

 ଶାଵ

ିଵ
ୀ



ଷ ଶ ଶାଵ ଶାଶ
ିଵ
ୀ



ଷ ଶ ଶାଵ
ିଵ
ୀ ଶ


ୀଵ



ଷ  ଶ
ିଵ
ୀଵ ଶ ଶାଵ

ିଵ
ୀ
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シンプソン公式

• 区間 ,ିଵݔ ାଵݔ におけるシンプソン公式の積分誤差ܧ
– ܧ ൌ ܫ െ



ଷ
݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ ൌ



ଷ
െ݄ସ

ଵ

ଷ
݂ ସ ݔ െ ݄

ଵ

ଷ
݂  ݔ െ ⋯ ൌ െ

ఱ

ଽ	
݂ ସ ݔ െ ܱ ݄

• ݂ ݔ が2次関数の場合݂ ଷ ݔ ൌ ݂ ସ ݔ ൌ ⋯ ൌ 0となるので誤差はܧ ൌ 0

• 区間 ܽ, ܾ における台形公式の積分誤差ܧ

– ܧ  ∑ ܧ
ିଵ
ୀ ൌ ∑ െ

ఱ

ଽ	
݂ ସ ݔ െ ܱ ݄ିଵ

ୀ  ݊
ఱ

ଽ	
ܯ  ܱ ݄

• ただしܯ ൌ max
ஸ௫ஸ

݂ ସ ݔ

• ݄が十分に小さいとき
ఱ

ଽ	
ܯ ≫ ܱ ݄

– ܧ  ݊ ఱ

ଽ	
ܯ ൌ ି

ଶ

ఱ

ଽ	
ܯ ൌ ݄ସ ି

ଵ଼	
ܯ

» 刻み幅݄ ൌ ି

ଶ
– 誤差は刻み幅݄の二乗݄ସに比例

» 刻み幅半分で誤差1/16

– 刻み幅݄の設定

• 刻み幅݄と刻み幅


ଶ
の積分計算の比較
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シンプソン公式

• 刻み幅݄の設定

– 刻み幅݄と刻み幅


ଶ
の積分計算の比較

• 刻み幅݄	 ܫ ൌ


ଷ
݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ

• 刻み幅


ଶ
	 ାଵ′ܫ

ൌ
݄
6
݂ ାଷݔ  4݂ ାଶݔ  ݂ ାଵݔ  ݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ

ൌ
݄
6
݂ ାଷݔ  4݂ ାଶݔ  2݂ ାଵݔ  4݂ ݔ  ݂ ିଵݔ

• ାଵ′ܫ െ ܫ  またはߝ
ூᇱశభିூ
ூᇱశభ

 ߝ
– 収束判定指数ߝ
– 刻み幅を小さくすると誤差は小さくなる

» 計算回数は増加する → 丸め誤差が増加

2013/01/09 数値解析‐12 20


