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シラバス

• 授業の目的
– 工学分野でよく用いられる数値計算の算法ならびにそれらの数値的な特性について理解させる．

• 授業計画
– 数値計算と誤差（1回）

• 数値計算の必要性ならびに誤差の種類について説明するとともに，行列式とその性質，行及び列の交換などの基本演算，逆行列
の定義と求め方について説明する．

– 代数方程式（2回）
• ２分法，Newton‐Raphson法，Bailey 法について解説する．また，多変数に対するNewton‐Raphson法と収束に関する留意点につい

て述べる．

– 連立方程式（３回）
• Gauss の消去法，Gauss‐Jordan の掃き出し法，LU 分解法の手順ならびに計算複雑度について解説する．また，Jacobi 法，Gauss‐

Seidel 法，SOR 法などの反復法について手順並びに収束条件について解説する．

– 行列の固有値（３回）
• 固有値の性質，べき乗法，Householder 法，QR 法について述べる．QR 法の収束定理について解説する．

– 補間法（２回）
• 線形補間，Lagrange 補間，Newton 補間，スプライン補間について述べる．多項式補間については算出方法をスプライン補間につ

いては３次のスプライン関数の導出方法を説明する．また，自然なスプライン関数とその特徴について解説する．

– 関数近似（１回）
• 最小２乗法による関数の近似について解説する．

– 数値積分（１回）
• 台形公式，シンプソンの公式による数値積分について解説する．

– 常微分方程式（１回）
• 単区分法である Euler 法，修正Euler 法，Runge‐Kutta法ならびに複区分法である Adams‐Moulton の予測子・修正子法について解

説する．また，数値不安定性についても解説する．

• 教科書佐藤・中村共著「よくわかる数値計算」日刊工業新聞社
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補間

• 補間関数
– 個のデータ点 ଵ ଵ ௡ ௡ を全て通る
– ௜ ⇒ 補間点

• 補間（内挿）
– 補間関数により ௜に対する を求める

• 例
– 線形補間
– ラグランジュ補間
– ニュートン補間
– スプライン補間

• 次々回でやる最少二乗近似の関数はデータ点
を通るとは限らない。
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多項式補間

• 補間関数

– 次多項式 ௡ （ 次補間多項式）

• ௡ ଴ ଵ ଶ
ଶ

௡
௡

–相異なる 個の補間点を通る 次多項式は一
意に定まる

• 逆補間

–与えられた に対して の逆関数
ିଵ を補間多項式として求める

• テストで間違えるものがよくいるので注意
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線形補間

• 異なる2点 ଴ ଴ ଵ ଵ を直線（一次関数
）で結ぶ

–線形関数

• ଴ ଴

ଵ ଵ

– ଴
௬భି௬బ
௫భି௫బ ଴

– ௬భି௬బ
௫భି௫బ ଴ ଴
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1次のラグランジュ補間

• 異なる2点 ଴ ଴ ଵ ଵ を通る1次関数

ଵ
– ଵ ଴ ଵ ଵ ଴

• ଴ ଴ ଴ ଵ ଵ ଴ ଴ ଴ ଴ ଵ

– ܽ଴ ൌ
௬బ

௫బି௫భ

• ଵ ଴ ଵ ଵ ଵ ଵ ଴ ଵ ଵ ଴

– ܽଵ ൌ
௬భ

௫భି௫బ

• ଵ
௬బ

௫బି௫భ ଵ
௬భ

௫భି௫బ ଴
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2次のラグランジュ補間

• 3点 ,଴ݔ ଴ݕ , ,ଵݔ ଵݕ , ,ଶݔ ଶݕ を通る2次関数ݕ ൌ ݃ଶ ݔ
– ଴ݔ ് ଵݔ ് ଶݔ
– ݃ଶ ݔ ൌ ܽ଴ ݔ െ ଵݔ ݔ െ ଶݔ ൅ ܽଵ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଶݔ ൅ ܽଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ

• 未定係数ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ
• ଴ݕ ൌ ܽ଴ ଴ݔ െ ଵݔ ଴ݔ െ ଶݔ ൅ ܽଵ ଴ݔ െ ଴ݔ ଴ݔ െ ଶݔ ൅ ܽଶ ଴ݔ െ ଴ݔ ଴ݔ െ ଵݔ ൌ
ܽ଴ ଴ݔ െ ଵݔ ଴ݔ െ ଶݔ

– ܽ଴ ൌ
௬బ

௫బି௫భ ௫బି௫మ

• ଵݕ ൌ ܽ଴ ଵݔ െ ଵݔ ଵݔ െ ଶݔ ൅ ܽଵ ଵݔ െ ଴ݔ ଵݔ െ ଶݔ ൅ ܽଶ ଵݔ െ ଴ݔ ଵݔ െ ଵݔ ൌ
ܽଵ ଵݔ െ ଴ݔ ଵݔ െ ଶݔ

– ܽଵ ൌ
௬భ

௫భି௫బ ௫భି௫మ

• ଶݕ ൌ ܽ଴ ଶݔ െ ଵݔ ଶݔ െ ଶݔ ൅ ܽଵ ଶݔ െ ଴ݔ 2ଵݔ െ ଶݔ ൅ ܽଶ ଶݔ െ ଴ݔ ଶݔ െ ଵݔ ൌ
ܽଶ ଶݔ െ ଴ݔ ଶݔ െ ଴ݔ

– ܽଶ ൌ
௬మ

௫మି௫భ ௫మି௫మ

• ݃ଶ ݔ ൌ ௬బ
௫బି௫భ ௫బି௫మ

ݔ െ ଵݔ ݔ െ ଶݔ ൅ ௬భ
௫భି௫బ ௫భି௫మ

ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଶݔ ൅
௬మ

௫మି௫భ ௫మି௫భ
ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ
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ラグランジュ補間

• 関数 に対して， 個の点 ଴ ଵ ௡
଴ ଵ ௡ の関数値

଴ ଵ ௡ が与えられている

• 次多項式 ௡ により ௡ ௜ ௜
を満たす補間を考える

• ラグランジュ補間

– ௡ ௝ ௝
௡
௝ୀ଴

– ௝
௫ି௫బ ௫ି௫భ ⋯ ௫ି௫ೕషభ ௫ି௫ೕశభ ⋯ ௫ି௫೙

௫ೕି௫బ ௫ೕି௫భ ⋯ ௫ೕି௫ೕషభ ௫ೕି௫ೕశభ ⋯ ௫ೕି௫೙
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ラグランジュ補間

• ௝ ௜
௫೔ି௫బ ௫೔ି௫భ ⋯ ௫೔ି௫ೕషభ ௫೔ି௫ೕశభ ⋯ ௫೔ି௫೙
௫ೕି௫బ ௫ೕି௫భ ⋯ ௫ೕି௫ೕషభ ௫ೕି௫ೕశభ ⋯ ௫ೕି௫೙

• ௝ ௝
௫ೕି௫బ ௫ೕି௫భ ⋯ ௫ೕି௫ೕషభ ௫ೕି௫ೕశభ ⋯ ௫ೕି௫೙
௫ೕି௫బ ௫ೕି௫భ ⋯ ௫ೕି௫ೕషభ ௫ೕି௫ೕశభ ⋯ ௫ೕି௫೙

• 関数 ௡ ௜ は 個の点 ୧ ௜ を通る

• ݃௡ ௜ݔ ൌ ∑ ݂ ௝ݔ ௝݈ ௜௡ݔ
௝ୀ଴ ൌ ݂ ଴ݔ ݈଴ ௜ݔ ൅ ݂ ଵݔ ݈ଵ ௜ݔ ൅ ⋯൅

݂ ௜ݔ ݈௜ ௜ݔ ൅ ݂ ௡ݔ ݈௡ ௜ݔ ൌ ݂ ௜ݔ ݈௜ ௜ݔ
• ௜ に対して， 次多項式 ௝
の重み ௝ による加重和として補間を表す
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ニュートン補間

• 異なる 個の補間点を通る 次多項式

௡ は一意に定まる

– ラグランジュ補間もニュートン補間も得られる結
果は同じ（数式の表し方が異なるだけ）

– ラグランジュ補間は補間多項式の係数を一度に
求める

–ニュートン補間は，既に求めた低次の補間多項
式と追加した補間点を用いて，多項式の次数を
高くする方法
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1次のニュートン補間

• 異なる2点 ଴ ଴ ଵ ଵ を通る1次関数
ଵ
– ଴ ଴ を通る1次関数 ଴ ଵ ଴

• ݃ଵ ݔ ൌ ଴ݕ ൅ ݉ଵ ݔ െ ଴ݔ
• ,ଵݔ ଵݕ を通るݕଵ ൌ ଴ݕ ൅ ݉ଵ ଵݔ െ ଴ݔ
• 近似したい元の関数݂ ݔ に対してݕ଴ ൌ ݂ ଴ݔ , ଵݕ ൌ ݂ ଵݔ
• 未定係数݉ଵ ൌ

௬భି௬బ
௫భି௫బ

– 0次の差分商݂ ଴ݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൌ ݂	,଴ݕ ଵݔ ൌ ݂ ଵݔ ൌ ଵݕ
– 1次の差分商݂ ,଴ݔ ଵݔ ൌ ௙ ௫బ ି௙ ௫భ

௫బି௫భ
ൌ ݂ ,ଵݔ ଴ݔ ൌ ௙ ௫భ ି௙ ௫బ

௫భି௫బ
ൌ

௬భି௬బ
௫భି௫బ

ൌ ݉ଵ

– ݃ଵ ݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൅ ݂ ,଴ݔ ଵݔ ݔ െ ଴ݔ
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2次のニュートン補間

• 異なる3点 ଴ ଴ ,  ଵ ଵ ,  ଶ ଶ を通る2次関
数 ଶ
– 次の補間多項式 ଵ に 次の項 ଶ ଴

ଵ を付加する
• ݃ଶ ݔ ൌ ݃ଵ ݔ ൅݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൅
݂ ,ଵݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൅݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ
– ݃ଶ ݔ は ,଴ݔ ଴ݕ を通る

» ݃ଶ ଴ݔ ൌ ݃ଵ ଴ݔ ൅ ݉ଶ ଴ݔ െ ଴ݔ ଴ݔ െ ଵݔ ൌ ݃ଵ ଴ݔ ൌ ଴ݕ
– ݃ଶ ݔ は ,ଵݔ ଵݕ を通る

» ݃ଶ ଵݔ ൌ ݃ଵ ଵݔ ൅ ݉ଶ ଵݔ െ ଴ݔ ଵݔ െ ଵݔ ൌ ݃ଵ ଵݔ ൌ ଵݕ
– ݃ଶ ݔ が ,ଶݔ ଶݕ を通るような݉ଶを求める
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2次のニュートン補間

• ଴ ଴ ,  ଵ ଵ を通る1次の補間多項式の拡張

– ݃ଶ ݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൅ ݂ ,ଵݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൅ ݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ
• ଴ ଴ , ଶ ଶ を通る1次の補間多項式の拡張

– ݃ଶ ݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൅ ݂ ,ଶݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൅݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଶݔ
• 2つの補間多項式は同じ← 一意性

– ݃ଶ ݔ ൌ ݂ ଴ݔ ൅ ݂ ,ଵݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൅ ݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ൌ
݂ ଴ݔ ൅ ݂ ,ଶݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൅݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଶݔ

– ݂ ,ଵݔ ଴ݔ െ ݂ ,ଶݔ ଴ݔ ݔ െ ଴ݔ ൌ ݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ሼ ݔ െ ଶݔ െ
ݔ െ ଵݔ ሽ ൌ ݉ଶ ݔ െ ଴ݔ ଵݔ െ ଶݔ

– ݉ଶ ଵݔ െ ଶݔ ൌ ݂ ,ଵݔ ଴ݔ െ ݂ ,ଶݔ ଴ݔ
– ݉ଶ ൌ

௙ ௫భ,௫బ ି௙ ௫మ,௫బ
௫భି௫మ

二次の差分商
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2次のニュートン補間

• 2次の差分商

– ଴ ଵ ଶ ଶ

೤భష೤బ
ೣభషೣబ

ି೤మష೤బೣమషೣబ
௫భି௫మ

௬భି௬బ ௫మି௫బ ି ௬మି௬బ ௫భି௫బ
௫భି௫మ ௫భି௫బ ௫మି௫బ

௬భି௬బ ௫మି ௬మି௬బ ௫భା ௬మି௬బ ି ௬భି௬బ ௫బ
௫భି௫మ ௫భି௫బ ௫మି௫బ

௬భି௬బ ௫మି ௬మି௬బ ௫భା ௬మି௬భ ௫బ
௫భି௫మ ௫భି௫బ ௫మି௫బ

௬భି௬మ ௫బା ௬మି௬బ ௫భା ௬బି௬భ ௫మ
௫బି௫భ ௫భି௫మ ௫మି௫బ
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n次のニュートン補間

• 次の差分商 ଴ ଵ ௡ を用いた表現

– 個の異なる補間点を通る 次多項式 ୬
の ௡の係数は， 次の差分商で表される

• ௡ ଴ ଵ ଴ ଶ ଴ ଵ
௡ ଴ ଵ ௡ିଵ

– ݉୩ ൌ ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ௞ݔ ݇ ൌ 1,2,⋯ , ݊

• 次の差分商は唯一
– ݊次の差分商の一般形

– ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ௡ݔ ൌ ௙ ௫బ,௫భ,⋯,௫೙షభ ି௙ ௫భ,௫మ,⋯,௫೙
௫బି௫೙
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次の差分商の一般形

• ݊次のニュートン補間多項式

– ݃௡ ݔ ൌ ݃௡ିଵ ݔ ൅ ݉௡ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଵݔ ൌ ݃௡ିଶ ݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ିଵݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଵݔ ௡ݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଵݔ ൌ ݃௡ିଶ ݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ିଵݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ݔ െ ௡ݔ

– ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ିଵݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଵݔ ௡ݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଵݔ ൌ
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ൅
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ିଵݔ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ ݔ െ ௡ݔ

– ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ିଵݔ െ ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ௡ݔ ݔ െ ଴ݔ ሺݔ െ
⋯ଵሻݔ ݔ െ ௡ିଶݔ ൌ ሼ݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ିଵݔ ݔ െ ௡ݔ  െ
݂ ,଴ݔ ⋯,ଵݔ , ,௡ିଵݔ ௡ݔ ݔ െ ௡ିଵݔ ሽ ݔ െ ଴ݔ ݔ െ ଵݔ ⋯ ݔ െ ௡ିଶݔ
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次の差分商の一般形

• ଴ ଵ ௡ିଶ ௡ିଵ ଴ ଵ ௡ିଶ ௡
଴ ଵ ௡ିଶ ௡ ௡ିଵ ௡  
଴ ଵ ௡ିଵ ௡ ௡ିଵ
଴ ଵ ௡ିଵ ௡ ௡ ௡ିଵ
଴ ଵ ௡ିଵ ௡ ௡ିଵ ௡

• ଴ ଵ ௡ିଵ ௡
௙ ௫బ,௫భ,⋯,௫೙షమ,௫೙షభ ି௙ ௫బ,௫భ,⋯,௫೙షమ,௫೙

௫೙షభି௫೙
• どの補間点を使うかには依存しないので

• ଴ ଵ ௡
௙ ௫బ,௫భ,⋯,௫೙షభ ି௙ ௫భ,௫మ,⋯,௫೙

௫బି௫೙
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多項式補間の誤差

• 近似しようとする関数
– 異なる 個の補間点 ௜ に対する 次の
補間多項式 ௡

– 補間多項式の誤差
• ܧ ݔ ൌ ݂ ݔ െ ݃௡ ݔ
• 補間点において誤差は0となる

– ܧ ௜ݔ ൌ ݂ ௜ݔ െ ݃௡ ௜ݔ ൌ 0

• 次の多項式

– ଴ ଵ ௡
௜

௡
௜ୀ଴

• ݊ ൅ 1	次なのでܭを用いて݊ ൅ 1個の補間点ݔ௜ ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊ の
他に1点ݔ′でܨ ′ݔ ൌ 0とできる。
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多項式補間の誤差

• 補間多項式 ௡ は 次式

– ݊ ൅ 1回微分は
ௗ೙

ௗ௫೙
݃௡ ݔ ൌ 0となる，

ௗ೙

ௗ௫೙
∏ܭ ݔ െ ௜௡ݔ

௜ୀ଴ ൌ
ܭ ݊ ൅ 1 !

– ݂ ݔ を݊ ൅ 1回微分可能として， ݊ ൅ 1回微分を݂ ௡ାଵ ݔ と表
す

– ܨ ݔ の݊ ൅ 1回微分ܨ ௡ାଵ ݔ ൌ ܧ ௡ାଵ ݔ െ ܭ ݊ ൅ 1 ! ൌ
݂ ௡ାଵ ݔ െ ܭ ݊ ൅ 1 !

– ݔ ൌ ܨにおいて∗ݔ ௡ାଵ ∗ݔ ൌ 0となるようにܭを定める

• ܨ ௡ାଵ ∗ݔ ൌ ݂ ௡ାଵ ∗ݔ െ ܭ ݊ ൅ 1 ! ൌ 0

• ܭ ൌ ௙ ೙శభ ௫∗

௡ାଵ !

• ܨ ݔ ൌ ܧ ݔ െ ௙ ೙శభ ௫∗

௡ାଵ !
∏ ݔ െ ௜௡ݔ
௜ୀ଴
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多項式補間の誤差

• より

– ܨ ′ݔ ൌ ܧ ′ݔ െ ௙ ೙శభ ௫∗

௡ାଵ !
∏ ′ݔ െ ௜௡ݔ
௜ୀ଴ ൌ 0

– は区間′ݔ ,଴ݔ ௡ݔ にあり ′ݔ ് ௜ݔ   ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊ の任意の点ݔ
• における誤差′ݔ

– ܧ ′ݔ ൌ ௙ ೙శభ ௫∗

௡ାଵ !
∏ ′ݔ െ ௜௡ݔ
௜ୀ଴

» ′ݔ െ ௜ݔ ൑ ௡ݔ െ ଴ݔ ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊ より∏ ′ݔ െ ௜௡ݔ
௜ୀ଴ ൑ ௡ݔ െ ଴ݔ ௡ାଵ

» ݂ ௡ାଵ ∗ݔ ൑ max
௫బஸ௫∗ஸ௫೙

݂ ௡ାଵ ∗ݔ

» ܧ ′ݔ ൑
୫ୟ୶

ೣబರೣ∗ರೣ೙
௙ ೙శభ ௫∗

௡ାଵ !
௡ݔ െ ଴ݔ ௡ାଵ

• ᇱݔ ൌ  ௜ݔ ݅ ൌ 0,1,⋯ , ݊ ではܧ ௜ݔ ൌ 0
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