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確率の基本

• A, B:標本区間で定義される事象に対して

– 同時確率 :AとBが同時に起こ
る確率

– 周辺確率 , :個別の事象の起こる確率

– 条件付確率 :Bが起きた条件下でAが起き
る確率

– 独立: が成り立つ

, 
– 排反: が成り立つ
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同時確率と周辺確率

個の事象 ଵ ଶ と 個の事象

ଵ ଶ に対する同時確率   と周

辺確率   の関係

  

ୀଵ

  

ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ
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乗法定理

:AとBの同時確率

• Bが起きた後，Bが起きた条件の下でAが起きる条件
付確率との積

• Aが起きた後，Aが起きた条件の下でBが起きる条件
付確率との積

 ,
 
 ,
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ベイズの定理

 |
 

:仮説に対する信頼の確率

 |
 

:事象B対する修正項

• 独立な事象A,B
– ܲ ܣ|ܤ ൌ ܲ ܤ なので修正項は1（何も修正されない）
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統計モデル

• 観測データ に対す
る統計モデル

:システムの候補集合

:未知パラメータ

:観測データの確率分布
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ベイズ統計

 ࣂ|࢟
 ࢟

:yが観測された後の事後分布

:事前分布

:観測値から求まる尤度

 ࣂ|࢟
 ࢟

:観測データによる修正項

– ベイズ統計は，事前分布を観測データにより修正
して事後分布として求める

• 簡略式:
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ベイズ統計

確率変数の期待値
ஶ
ିஶ

の確率密度関数

パラメータの関数 の事後分布の期待値
ஶ
ିஶ

ஶ

ିஶ
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推定則

• 観測データ からパラメータ の推定値 を求
める推定則

• 推定誤差ベクトル

• 評価関数（損失関数）

ௗ
ௗ,

:絶対誤差

:二乗誤差

: ஶ同定
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∆

∆
ଶ
∆
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:一様誤差



ベイズ推定• ベイズリスク

– 取得データに対する評価関数の事後分布期待値

ௗ
ࣂ

ௗ ௗ
ஶ
ିஶ

• ベイズ推定値

∗
ࣂ

ௗ
ࣂ

(絶対誤差): ∗
୫ୣୢ୧ୟ୬ 事後分布のメジアン(中

央値)
–   ࢟|ࣂ ஶࣂ݀

ౚౣࣂ
ൌ   ࢟|ࣂ ౚౣࣂࣂ݀

ିஶ

(二乗誤差): ∗ 事後分布の条件付期待値

• 一様誤差: ∗
୫୭ୢୣ ࣂ

事後分布のモード

(最頻値)2015/5/8 10

arg min	→関数値が最小となる
定義域の元の集合



最尤推定（正規分布）

• 確率変数 の推定

• 観測方程式:
と は無相関→観測値 も確率変数となる

• 信号 ，雑音 ，観測値 の平均値と分散

, ଶ
௫
ଶ

, ଶ
௪
ଶ

ଶ
௬
ଶ ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ
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確率変数と確率密度関数

• 二つの独立な確率変数 ଵ, ଶの和

ଵ ଶ

• 確率密度関数

ଷ ଵ ଵ ଶ ଵ ଵ
ஶ
ିஶ

• 正規分布の確率密度関数

ଵ
ଵ

ଶగఙೣమ
ି ೣషഥೣ మ

మೣమ

ଶ
ଵ

ଶగఙೢమ
ି ೢషഥೢ మ

మೢమ2015/5/8 12



最尤推定（正規分布）

• 累積分布関数: , 
• 確率密度関数

ଵ
ௗ
ௗక

, ଶ
ௗ
ௗఎ

ଷ
ௗ
ௗఏ

ଵ ଶ

ஶ

ିஶ

ଷ ଵ ଶ
ஶ
ିஶ
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最尤推定（正規分布）

• 出力 の確率密度関数

ଷ
ଵ

ଶగఙమ

ି షഥ మ

మమ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

ି ௬ି ௫̅ା௪ഥ మ

ଶ మఙೣమାఙೢమ

• 線形変換では正規性が保たれる
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最尤推定

• 事後確率密度関数 を最大にする
を最尤推定値とする

はベイズの定理を用いて求める
భ ௫ మ ௬|௫

య ௬

– 信号 に対する観測値 の条件付確率密度関数

ଶ
ଵ

ଶగఙೢమ
ି షೣష ഥೢ మ

మೢమ

を求める

2015/5/8 15



事後確率密度関数

భ

మഏೣమ

ష ೣషഥೣ మ
మೣమ భ

మഏೢమ

ష షೣష ഥೢ మ

మೢమ

భ

మഏ మೣమశೢమ

ష షഥ మ
మమ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

௫
ଶ

௪
ଶ

ି ௫ି௫̅ మ

ଶఙೣమ
ି ௬ି௫ି௪ഥ మ

ଶఙೢమ

ି ௬ି௬ത మ

ଶఙమ
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事後確率密度関数

௫ି௫̅ మ

ଶఙೣమ
௬ି௫ି௪ഥ మ

ଶఙೢమ

௪
ଶ ଶ

௫
ଶ ଶ

௫
ଶ

௪
ଶ

௪
ଶ ଶ

௫
ଶ ଶ

௫
ଶ

௪
ଶ

௪
ଶ ଶ

௫
ଶ ଶ

௫
ଶ

௪
ଶ
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事後確率密度関数

௪
ଶ ଶ

௫
ଶ ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ ଶ

௫
ଶ

௫
ଶ ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ ଶ ௫

ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

௫
ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

ଶ
ଶ ௫

ଶ
௪
ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ ௫

ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

ଶ

௫
ଶ

௪
ଶ

ଶ
௫
ଶ

௪
ଶ

ଶ
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事後確率密度関数
ఙೣమ

మఙೣమାఙೢమ
において極値をとる

– ොݔ ൌ ݔ̅  ఙೣమ

మఙೣమାఙೢమ
ݕ െ തݕ

– ଶߪ ൌ ఙೣమఙೢమ

మఙೣమାఙೢమ
として

– ොݔ ൌ ݔ̅  ଶߪܿ ݕ െ തݕ
– 極値はߪଶ ݕ െ തݕ ଶ

– ௪ଶߪ ݔ െ ݔ̅ ଶ  ௫ଶߪ ݕ െ തݕ െ ܿ ݔ െ ݔ̅ ଶ

ൌ ܿଶߪ௫ଶ  ௪ଶߪ ݔ െ ොݔ ଶ  ଶߪ ݕ െ തݕ ଶ

– െ ௫ି௫̅ మ

ଶఙೣమ
െ ௬ି௫ି௪ഥ మ

ଶఙೢమ
ൌൌ െ

మఙೣమାఙೢమ ௫ି௫
మ
ାఙమ ௬ି௬ഥ మ

ଶఙೣమఙೢమ

మఙೣమାఙೢమ

ଶగఙೣమఙೢమ
ଵ

ଶగఙమ
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事後確率密度関数

事後確率密度関数

మఙೣమାఙೢమ

ଶగఙೣమఙೢమ

ష ೣషഥೣ మ
మೣమ

ష షೣష ഥೢ మ

మೢమ


ష షഥ మ
మమ

ଶ

ି
మఙೣమାఙೢమ ௫ି௫ො మାఙమ ௬ି௬̅ మ

ଶఙೣమఙೢమ

ି ௬ି௬ത మ

ଶ మఙೣమାఙೢమ

ଶ
ି ௫ି௫ො మ

ଶఙమ
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事後確率密度関数

ଶ ఙೣమఙೢమ

మఙೣమାఙೢమ
ଵ

ଵାమೣ
మ

ೢమ
௫
ଶ

௫
ଶ

– 信号の分散より推定誤差の分散のほうが小さい

• 観測雑音の分散が0

ఙೢమ→

ఙమ

ఙೢమ
ଵ
మ

ଵ


௬ି௪ഥ


– オフセット外乱の場合は ௪
ଶ ,

• 信号は推定値に一致
௬ି௪ഥ
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