
2015/6/19 1

応用システム工学
第七回 線形カルマンフィルタ

平成27年6月19日
E6-111



制御入力を考慮したカルマンフィルタ

• 状態方程式

௨
:制御入力(スカラー), ௨: 次ベクトル

– 制御入力は確定的な値を持つ入力となるので，推定誤差共
分散行列には影響を与えない

• 出力方程式
்
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制御入力を考慮したカルマンフィルタ

• 更新処理

– 予測ステップ

• 事前状態推定値: ି
௨

• 事前誤差共分散行列: ି ࢀ

௩
ଶ ࢀ

– フィルタリングステップ

• カルマンゲイン: షࡼ ௞ ࢉ
షࡼ೅ࢉ ௞ ାఙೢమࢉ

• 状態推定値: ் ି ି

• 事後誤差共分散行列: ் ି
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時変係数を持つシステムに対する
カルマンフィルタ

• 時変形数をもつ状態方程式

• 時変形数をもつ出力方程式
்
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時変係数を持つシステムに対する
カルマンフィルタ

• 更新処理

– 予測ステップ

• 事前状態推定値: ି

• 事前誤差共分散行列: ି
ࢀ

௩
ଶ ࢀ

– フィルタリングステップ

• カルマンゲイン: షࡼ ௞ ࢉ
షࡼ೅ࢉ ௞ ାఙೢࢉ ௞ మ

• 状態推定値: ் ି ି

• 事後誤差共分散行列: ் ି

• システム雑音・観測雑音の分散も時変2015/6/19 5



定常カルマンゲインを求める

• カルマンゲインの収束値

• 事前誤差共分散行列の更新式
ି ࢀ

௩
ଶ ࢀ

் ି ࢀ
௩
ଶ ࢀ

ି

் ି
௪
ଶ

் ି

ࢀ
௩
ଶ ࢀ
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定常カルマンゲインを求める

リカッチ方程式

ି ି

షࡼ ௞ିଵ షࡼ೅ࢉࢉ ௞ିଵ
షࡼ೅ࢉ ௞ିଵ ାఙೢమࢉ

ࢀ
௩
ଶ ࢀ

– 定常状態では事前誤差共分散行列は一定
ି ି

• 代数リカッチ方程式: ࡼ೅ࢉࢉࡼ
ାఙೢమࢉࡼ೅ࢉ

ࢀ

௩
ଶ ࢀ

– 正定値解:ࡼ∗

– 定常カルマンゲイン:ࢍ ݇ ൌ ࢉ∗ࡼ
ାఙೢమࢉ∗ࡼ೅ࢉ
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カルマンフィルタの漸近安定性

• 状態方程式

• 出力方程式 ்

• 可観測行列
் ் ଶ ் ௡ିଵ

• 可制御行列
ଶ ௡ିଵ

• 漸近安定の条件

, 
で ି は ∗に収束する2015/6/19 8



カルマンフィルタによる
パラメータ推定

• システムのモデル

ଵ ௡
ଵ ௡
• 未知パラメータ ଵ ௡ , ଵ ௡

• 誤差 , 正規性白色雑音 ௪
ଶ
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制御入力
(外生入力)

出力

ݓ ݇

ݕ ݇

雑音
1

ܣ ଵିݖ
൅

൅ܤ ଵିݖ

ܣ ଵିݖ
ݑ ݇

ARXモデル

ARモデル ܣ ଵିݖ ൌ 1 ൅ ܽଵିݖଵ ൅ ⋯ܽ௡ିݖ௡

ܤ ଵିݖ ൌ 1 ൅ ܾଵିݖଵ ൅ ⋯ܾ௡ିݖ௡

伝達関数

雑音モデル

ܩ ଵିݖ ൌ
ܤ ଵିݖ

ܣ ଵିݖ

ܪ ଵିݖ ൌ
1

ܣ ଵିݖ



カルマンフィルタによる
パラメータ推定

• 線形回帰モデル表現

ଵ ௡
ଵ ௡

்

• 回帰ベクトル

– 時刻kまでのデータで構成

• 未知パラメータベクトル ଵ ௡ ଵ ௡
்

– 一定値として仮定
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カルマンフィルタによる
時不変パラメータ推定

• パラメータベクトルを状態変数とした状態方
程式と状態空間モデルとして考える

⇔

் ⇔
்

– 変数の対応関係

, ,
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カルマンフィルタによる
時不変パラメータ推定

• パラメータ推定の状態空間モデル

, を利用

– 事前状態推定値
ି

– 事前誤差共分散行列
ି ࢀ

௩
ଶ ࢀ
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カルマンフィルタによる
時不変パラメータ推定

• 初期値

– パラメータ推定値 ଴

଴ としてよい

– 共分散行列

• 雑音が大きい場合は を小さくする
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カルマンフィルタによる
時不変パラメータ推定

• 更新式

– カルマンゲイン
ࡼ ௞ିଵ ࣐ ௞

೅࣐ ௞ ࡼ ௞ିଵ ࣐ ௞ ାఙೢమ

パラメータ推定値
்

– 事後誤差共分散行列:
்

ࡼ ௞ିଵ ࣐ ௞ ೅࣐ ௞ ࡼ ௞ିଵ
೅࣐ ௞ ࡼ ௞ିଵ ࣐ ௞ ାఙೢమ
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カルマンフィルタによる
不変パラメータ推定

• 未知パラメータ

– ウィナーモデル: は正規性白色雑音 ௩
ଶ

• 事前誤差共分散行列 ି
௩
ଶ ࢀ

カルマンゲイン
షࡼ ௞ ࣐ ௞

೅࣐ ௞ షࡼ ௞ ࣐ ௞ ାఙೢమ

パラメータ推定値
்

事後誤差共分散行列
் ି
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0に収束しない



システムの性質

線形システム

– 確率変数の正規性が保存される

• 非線形システム

– 確率変数の正規性が保存されない

– 非線形状態方程式

or 
– 非線形関数ベクトル, ݄非線形関数ࢌ

– システム雑音ݒ ݇ ,平均値0，分散ߪ௩ଶ

– 観測雑音ݓ ݇ ,平均値0，分散ߪ௪ଶ
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非線形カルマンフィルタ

• 拡張カルマンフィルタ(EKF)
非線形関数を線形化する

統計的サンプリング理論にもとづいて，平均値
と共分散行列 の非線形変換を近似

パーティクルフィルタ

確率的サンプリングアプローチ（モンテカルロ法）
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拡張カルマンフィルタ(EKF)

• 非線形関数 , のテイラー展開

– 仮定:時刻 , において，事前推定値 ି と
事後推定値 が得られている

– 一次近似

ି ் ି

– ࡭ ݇ ൌ ࢌࣔ ࢞
࢞ࣔ

ቚ
ෝ࢞ୀ࢞ ௞

்ࢉ, ݇ ൌ ࣔ௛ ࢞
࢞ࣔ

ቚ
ෝష࢞ୀ࢞ ௞
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拡張カルマンフィルタ(EKF)

• 状態方程式の線形近似

ି ் ି

ି ் ି とすると
் となる
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拡張カルマンフィルタ(EKF)

• 更新処理

– 予測ステップ

• 事前状態推定値: ି

• 事前誤差共分散行列: ି
ࢀ

௩
ଶ ࢀ

– フィルタリングステップ

• カルマンゲイン: షࡼ ௞ ࢉ ௞
ࢉ ௞ ೅ࡼష ௞ ࢉ ௞ ାఙೢమ

• 状態推定値: ି ି

• 事後誤差共分散行列: ் ି
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