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シラバス

• 授業の目的
– 工学分野でよく用いられる数値計算の算法ならびにそれらの数値的な特性について理解させる．

• 授業計画
– 数値計算と誤差（1回）

• 数値計算の必要性ならびに誤差の種類について説明するとともに，行列式とその性質，行及び列の交換などの基本演算，逆行列
の定義と求め方について説明する．

– 代数方程式（2回）
• ２分法，Newton‐Raphson法，Bailey 法について解説する．また，多変数に対するNewton‐Raphson法と収束に関する留意点につい

て述べる．

– 連立方程式（３回）
• Gauss の消去法，Gauss‐Jordan の掃き出し法，LU 分解法の手順ならびに計算複雑度について解説する．また，Jacobi 法，Gauss‐

Seidel 法，SOR 法などの反復法について手順並びに収束条件について解説する．

– 行列の固有値（３回）
• 固有値の性質，べき乗法，Householder 法，QR 法について述べる．QR 法の収束定理について解説する．

– 補間法（２回）
• 線形補間，Lagrange 補間，Newton 補間，スプライン補間について述べる．多項式補間については算出方法をスプライン補間につ

いては３次のスプライン関数の導出方法を説明する．また，自然なスプライン関数とその特徴について解説する．

– 関数近似（１回）
• 最小２乗法による関数の近似について解説する．

– 数値積分（１回）
• 台形公式，シンプソンの公式による数値積分について解説する．

– 常微分方程式（１回）
• 単区分法である Euler 法，修正Euler 法，Runge‐Kutta法ならびに複区分法である Adams‐Moulton の予測子・修正子法について解

説する．また，数値不安定性についても解説する．

• 教科書佐藤・中村共著「よくわかる数値計算」日刊工業新聞社
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行列の固有値

• 解法

• 解析解 → 難しい（無い事もある）

• べき乗法（累乗法） → 最大（支配的）固有値

• ヤコビ法，ハウスホルダー法 → 対称行列

• QR法 → 非対称行列も可
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固有値と固有ベクトル
固有値問題

• 正方行列 （ ）の固有値 （スカラー）と固有ベク
トル （ 次元）の関係
•

• の固有値ܣ行列:ߣ
• ܺ:行列ܣの固有値ߣに属する固有ベクトル

•
• ܺ ് 0となる解をもつ必要十分条件

• deݐ ܣ െ ܫߣ ൌ

ܽଵଵ െ ߣ ܽଵଶ ⋯ ܽଵ௡
ܽଶଵ ܽଶଶ െ ߣ ܽଶ௡
⋮ ⋱ ⋮
ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ ⋯ ܽ௡௡ െ ߣ

ൌ 0

• 展開すると特性方程式になる
• ௡ߣ ൅ ܿଵߣ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܿ௡ିଵߣ ൅ ܿ௡ൌ0
• これを解いたものが固有値ߣ
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固有ベクトル

• 行列 の固有値 ௜に対する固有ベクトル ௜を
求める
• ௜

• ௜ ௜ を満たす固有ベクトル ௜は一意に定ま
らない

• 固有値が単根（実数）の場合
• 値が とならない要素 ௜を一つ定める

• あと ௝ は連立方程式で求める

• 固有値が 重根の場合
• 対応する 個の固有ベクトルは一次独立なベクトル
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固有値の例

• 行列

• 行列式 ଶ

• 固有値 重根

• 固有値 の固有ベクトル

•
െ2 0 1
0 0 0
4 0 െ2

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ

ൌ െ4
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ

→
2 0 1
0 4 0
4 0 2

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ

ൌ 0

• ଵݔ2 ൅ ଷݔ ൌ ଶݔ4	,0 ൌ ଵݔ4	,0 ൅ ଷݔ2 ൌ 0
→ ଶݔ ൌ ଷݔ,0 ൌ െ2ݔଵ
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一意に定まらない



固有値の例

• 固有値 重根 の固有ベクトル

•
ଵ

ଶ

ଷ

ଵ

ଶ

ଷ

• →
െ2 0 1
0 0 0
4 0 െ2

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ

ൌ 0

• െ2ݔଵ ൅ ଷݔ ൌ ଵݔ4	,0 െ ଷݔ2 ൌ 0
→ ଷݔ ൌ ଶは不定ݔ	,ଵݔ2

• 固有ベクトルは任意のスカラーܥଵ, ଶ定数を用いてܥ

• ଵܥ
1
0
2
൅ ଶܥ

0
1
0
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各々一次独立にとる

べき乗法

• 絶対値が最大の固有値に対応する固有ベク
トルを求め，固有ベクトルから固有値を求め
る

• 適当な初期列ベクトル ଴ を設定

• ただし ଴

• 反復計算 ଵ ଴ ଶ

ଵ ௞ାଵ ௞

• ௞ は，絶対値最大の固有値に対する固有ベクトルに
収束する → 後で説明

• ܺ ௞ ்
ൌ ଵݔ ௞ , ଶݔ ௞ ,⋯ , ௡ݔ ௞
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べき乗法

• 求めた固有ベクトルから固有値を求める
• ベクトルの内積の商(レイリー商)を用いる

• ܺܣ ൌ ܺߣ

• ܺ ௞ାଵ ൌ ܺܣ ௞ ≅ ܺߣ ௞

• ベクトルの内積を考える
• ܺ ௞ · ܺ ௞ାଵ ≅ ܺߣ ௞ · ܺ ௞

• レイリー商

• ߣ ≅ ௑ ೖ ·௑ ೖశభ

௑ ೖ ·௑ ೖ ൌ
∑ ௫೔ ೖ ௫೔ ೖశభ
೙
೔సభ

∑ ௫೔ ೖ
మ೙

೔సభ

• ௞ と ௞ାଵ の成分比として固有値を考える
• 下記のݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௡のうちの１つ，または平均値を固有値とݎ
する簡略法

• ଵݎ ൌ
௫భ ೖశభ

௫భ ೖ ଶݎ	, ൌ
௫మ ೖశభ

௫మ ೖ ,⋯ , ௡ݎ ൌ
௫೙ ೖశభ

௫೙ ೖ
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べき乗法の収束

• 絶対値の大きさ順に並べた行列 の固有値

• ଵ ଶ ଷ ୬

• 対応する固有ベクトル ଵ ଶ ௡
• 固有ベクトルは一次独立

• スカラー係数 ଵ ଶ ௡を用いて任意のベクトルを表
せる
• べき乗法で用いる初期値と固有値ベクトルの関係

ܺ ଴ ൌ ଵܥ ଵܷ ൅ ଶܷଶܥ ൅	⋯൅ ௡ܷ௡ܥ
• 固有値と固有ベクトルとの関係

• ܣ ଵܷ ൌ ଵߣ ଵܷ, ଶܷܣ ൌ ⋯,ଶܷଶߣ , ୬ܷܣ ൌ ௡ܷ୬ߣ
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べき乗法の収束

• べき乗法で更新されていく固有値ベクトル近似値

• ଵ ଴
ଵ ଵ ଶ ଶ ௡ ௡

ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ଶ ௡ ୬ ௡

• ଶ ଵ
ଵ ଵ

ଶ
ଵ ଶ ଶ

ଶ
ଶ ௡ ୬

ଶ
௡

• ௞ ௞ିଵ
ଵ ଵ

௞
ଵ ଶ ଶ

௞
ଶ ௡ ୬

௞
௡

ଵ
௞

ଵ ଵ ଶ
ଶ

ଵ

௞

ଶ ௡
୬

ଵ

௞

௡

• 成分表記

• ܺ ௞ ்
ൌ ଵݔ ௞ , ଶݔ ௞ ,⋯ , ௡ݔ ௞

• ௜ܷ
்
ൌ ,ଵ௜ݑ ⋯,ଶ௜ݑ , ௡௜ݑ
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べき乗法の収束

• 固有ベクトル近似値における各成分の変化

• ௜
௞

ଵ
௞

ଵ ଵ,௜ ଶ
ఒమ
ఒభ

௞

ଶ,௜ ௡
ఒ౤
ఒభ

௞

௡,௜

• １回の反復での変化

•
௫೔ ೖశభ

௫೔ ೖ
ൌ

ఒభ
ೖశభ ஼భ௨భ,೔ା஼మ

ഊమ
ഊభ

ೖశభ
௨మ,೔ା	⋯ା஼೙

ഊ౤
ഊభ

ೖశభ
௨೙,೔

ఒభ
ೖ ஼భ௨భ,೔ା஼మ

ഊమ
ഊభ

ೖ
௨మ,೔ା	⋯ା஼೙

ഊ౤
ഊభ

ೖ
௨೙,೔

• ଵߣ ൐ ଶߣ およびܥଵ ് 0に対して

• lim
௞→ஶ

௫೔ ೖశభ

௫೔ ೖ
ൌ ଵߣ ← lim

௞→ஶ

ఒ౟
ఒభ

௞
ൌ 0 ݅ ൌ 2,⋯ , ݊

•
௫೔ ೖశభ

௫೔ ೖ
が絶対値が最大の固有値ߣଵに収束する
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べき乗法の収束

• 固有値ベクトル近似値の変化
• ଵ ଶ および ଵ に対して

•
௞→ஶ

௑ ೖ

ఒభ
ೖ ௞→ஶ ଵ ଵ ଶ

ఒమ
ఒభ

௞

ଶ

௡
ఒ౤
ఒభ

௞

௡ ଵ ଵ

•
௑ ೖ

ఒభ
ೖが固有値 ଵの固有ベクトル ଵに収束する

• 固有値 ଵの固有ベクトル（大きさを1に規格化）

•
௑ ೖ

௑ ೖ ൌ ௑ ೖ

௫భ ೖ మ
ା ௫మ ೖ మ

ା⋯ା ௫೙ ೖ మ
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べき乗法の収束

• レイリー商の収束

•
௞→ஶ

௑ ೖ ·௑ ೖశభ

௑ ೖ ·௑ ೖ

2015/11/25 数値解析‐6 14

ൌ lim
௞→ஶ

ଵߣ
௞ ଵܥ ଵܷ ൅ ଶܥ

ଶߣ
ଵߣ

௞
ܷଶ ൅	⋯൅ ௡ܥ

୬ߣ
ଵߣ

௞
ܷ௡

· ଵߣ
௞ାଵ ଵܥ ଵܷ ൅ ଶܥ

ଶߣ
ଵߣ

௞ାଵ
ܷଶ ൅	⋯൅ ௡ܥ

୬ߣ
ଵߣ

௞ାଵ
ܷ௡

ଵߣ
௞ ଵܥ ଵܷ ൅ ଶܥ

ଶߣ
ଵߣ

௞
ܷଶ ൅	⋯൅ ௡ܥ

୬ߣ
ଵߣ

௞
ܷ௡

· ଵߣ
௞ ଵܥ ଵܷ ൅ ଶܥ

ଶߣ
ଵߣ

௞
ܷଶ ൅	⋯൅ ௡ܥ

୬ߣ
ଵߣ

௞
ܷ௡



べき乗法の収束

• ୧
ఒ೔
ఒభ

௞

௜ ௝
ఒౠ
ఒభ

௞

௝

•
௞→ஶ

௑ ೖ ·௑ ೖశభ

௑ ೖ ·௑ ೖ ଵ

• 収束値をもって固有値とする ଵ
௑ ೖ ·௑ ೖశభ

௑ ೖ ·௑ ೖ

∑ ௫೔ ೖ ௫೔ ೖశభ
೙
೔సభ

∑ ௫೔ ೖ
మ೙

೔సభ
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べき乗法の収束

• 最大固有値が重根・複素共役根( ଵ ଶ )の場合
• ଵ ଶ ଷ の場合，十分大きい に対して

• ܺ ௞ ൌ ଵߣଵܥ
௞

ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ
௞ܷଶ ൅	⋯൅ ୬ߣ௡ܥ

௞ܷ௡
≅ ଵߣଵܥ

௞
ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ

௞ܷଶ
• ܺ ௞ାଵ ≅ ଵߣଵܥ

௞ାଵ
ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ

௞ାଵܷଶ
• ܺ ௞ାଶ ≅ ଵߣଵܥ

௞ାଶ
ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ

௞ାଶܷଶ
• ܺ ௞ାଵ െ ଵܺߣ ௞ ൌ ଵߣଵܥ

௞ାଵ
ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ

௞ାଵܷଶ  െ ଵߣଵܥ
௞

ଵܷ ൅ ଶߣଶܥ
௞ܷଶ

ൌ ଶߣଶܥ
௞ାଵܷଶ െ ଶߣଵߣଶܥ

௞ܷଶ

• ଶߣଶܥ
௞ܷଶ ൌ

௑ ೖశభ ିఒభ௑ ೖ

ఒమିఒభ
• ܺ ௞ାଵ െ ଶܺߣ ௞ ൌ ଵߣଵܥ

௞ାଵ
ଵܷ െ ଵߣଵܥ

௞ߣଶ ଵܷ

• ଵߣଵܥ
௞

ଵܷ ൌ
௑ ೖశభ ିఒమ௑ ೖ

ఒభିఒమ

• ܺ ௞ାଶ ൌ
௑ ೖశభ ିఒమ௑ ೖ

ఒభିఒమ
ଵߣ

ଶ ൅
௑ ೖశభ ିఒభ௑ ೖ

ఒమିఒభ
ଶߣ

ଶ
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べき乗法の収束

• ܺ ௞ାଶ ൌ ఒభ
మିఒమ

మ

ఒభିఒమ
ܺ ௞ାଵ ൅ ఒభఒమ

మିఒమఒభ
మ

ఒభିఒమ
ܺ ௞

ൌ ଵߣ ൅ ଶߣ ܺ ௞ାଵ െ ଶܺߣଵߣ ௞

• ܺ ௞ାଶ െ ଵߣ ൅ ଶߣ ܺ ௞ାଵ ൅ ଶܺߣଵߣ ௞ ൌ 0
• ܺ ௞ାଶ ൅ ܽܺ ௞ାଵ ൅ ܾܺ ௞ ൌ 0

• ଵߣ ൅ ଶߣ ൌ െܽ, ߣଵߣଶ ൌ ܾ
• ଶߣ ൅ ߣܽ ൅ ܾ ൌ 0よりߣଵ, ଶを求めるߣ

• ଵ ଶ ୫ ௠ାଵ の場合

• ௞ା௠
ଵ

௞ା௠ିଵ
௠

௞ より

• 大きい方からm個の固有値をm次方程式の解として得る

• ௠ߣ ൅ ܽଵߣ௠ିଵ ൅ ⋯൅ ܽ௠ିଵߣ ൅ ܽ௠ ൌ 0
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