
数値解析
第五回 連立方程式の解法

LU分解

舟木 剛

平成28年11月2日２限

2016/11/2 数値解析‐5 1



シラバス

• 授業の目的
• 工学分野でよく用いられる数値計算の算法ならびにそれらの数値的な特性について理解させる．

• 授業計画
• 数値計算と誤差（1回）

• 数値計算の必要性ならびに誤差の種類について説明するとともに，行列式とその性質，行及び列の交換などの基本演算，逆行列
の定義と求め方について説明する．

• 代数方程式（2回）
• ２分法，Newton‐Raphson法，Bailey 法について解説する．また，多変数に対するNewton‐Raphson法と収束に関する留意点につい

て述べる．

• 連立方程式（３回）
• Gauss の消去法，Gauss‐Jordan の掃き出し法，LU 分解法の手順ならびに計算複雑度について解説する．また，Jacobi 法，Gauss‐

Seidel 法，SOR 法などの反復法について手順並びに収束条件について解説する．

• 行列の固有値（３回）
• 固有値の性質，べき乗法，Householder 法，QR 法について述べる．QR 法の収束定理について解説する．

• 補間法（２回）
• 線形補間，Lagrange 補間，Newton 補間，スプライン補間について述べる．多項式補間については算出方法をスプライン補間につ

いては３次のスプライン関数の導出方法を説明する．また，自然なスプライン関数とその特徴について解説する．

• 関数近似（１回）
• 最小２乗法による関数の近似について解説する．

• 数値積分（１回）
• 台形公式，シンプソンの公式による数値積分について解説する．

• 常微分方程式（１回）
• 単区分法である Euler 法，修正Euler 法，Runge‐Kutta法ならびに複区分法である Adams‐Moulton の予測子・修正子法について解

説する．また，数値不安定性についても解説する．

• 教科書佐藤・中村共著「よくわかる数値計算」日刊工業新聞社
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連立方程式の求解

• ガウスの消去法
• 係数行列 が変化しない場合でも，定数ベクトル

の値により，計算途中の係数行列は変化する
• 計算量大

• ヤコビの反復法も同様

• LU分解

• 係数行列が変化しない場合に，計算量を少なくす
る
• 先に三角化をすまして，代入計算のみにする

• 例 回路方程式 , ିଵ,
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LU分解

• n元連立1次方程式の一般形
• 係数行列 を行列 の積で表す

• 係数行列ܣ ൌ

ܽଵଵ ܽଵଶ ⋯ ܽଵ௡
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶ௡
⋮ ⋱ ⋮
ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ ⋯ ܽ௡௡

• 下三角行列ܮ ൌ

݈ଵଵ 0 ⋯ 0
݈ଶଵ ݈ଶଶ 0
⋮ ⋱ ⋮
݈௡ଵ ݈௡ ⋯ ݈௡௡

• 対角項の右上が0となる ݈௜௝ ൌ 0 ݅ ൏ ݆
• 対角項ありሺ前回のは無かったሻ
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LU分解

• 上三角行列

ଵଶ ଵ௡

ଶ௡

• 対角項は1 ௜௜ݑ ൌ 1
• 対角項の左下が0となる ௜௝ݑ ൌ 0 ݅ ൐ ݆

• 連立1次方程式

• を考える →
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LU分解による連立1次方程式の解法

• 連立1次方程式
• を考える →

ଵଵ

ଶଵ ଶଶ

௡ଵ ௡ଶ ௡௡

ଵ
ଶ

௡

ଵ
ଶ

௡
• 前進代入により を求める

• 後退代入により を求める

• 加減乗除回数はガウスの消去法と同じ
• 係数行列が変化せず，異なる定数ベクトルに対する求解に
は手数は減る

• ガウスの消去法は前進消去
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LU分解による連立1次方程式の解法

• の前進代入による の求解

• ଵଵ ଵ ଵ → ଵ
௕భ
௟భభ

• ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ ଶ → ଶ
௕మି௟మభ௬భ

௟మమ

• ௜௝ ௝
௜ିଵ
௝ୀଵ ௜௜ ௜ ௜ → ௜

௕೔ି∑ ௟೔ೕ௬ೕ೔షభ
ೕసభ

௟೔೔

• ௡௝ ௝
௡ିଵ
௝ୀଵ ௡௡ ௡ ௡ → ௡

௕೙ି∑ ௟೙ೕ௬ೕ೙షభ
ೕసభ

௟೙೙
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LU分解による連立1次方程式の解法

• の後退代入による の求解

•
ଵଶ ଵ௡

ଶ௡

ଵ
ଶ

௡

ଵ
ଶ

௡
• 後退代入により を求める

• ௡ݔ ൌ ௡ݕ → ௡ݔ ൌ ௡ݕ
• ௡ିଵݔ ൅ ௡ݔ௡ିଵ,௡ݑ ൌ ௡ିଵݕ → ௡ିଵݔ ൌ ௡ିଵݕ െ ௡ݔ୬ିଵ,୬ݑ
• ௜ݔ ൅ ∑ ௝௡ݔ௜௝ݑ

௝ୀ௜ାଵ ൌ ௜ݕ → ௜ݔ ൌ ௜ݕ െ ∑ ௝௡ݔ௜௝ݑ
௝ୀ௜ାଵ

• ଵݔ ൅ ∑ ௝௡ݔ௜௝ݑ
௝ୀଶ ൌ ଵݕ → ଵݔ ൌ ଵݕ െ ∑ ௝௡ݔ௜௝ݑ

௝ୀଶ
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LU分解

• 分解のやり方

•

ଵଵ ଵଶ ଵ௡

ଶଵ ଶଶ ଶ௡

௡ଵ ௡ଶ ௡௡ଵଵ

ଶଵ ଶଶ

௡ଵ ௡ ௡௡

ଵଶ ଵ௡

ଶ௡

• 係数行列の要素

• ܽ௜௝ ൌ ∑ ݈௜௞ݑ௞௝௡
௞ୀଵ

• ݈௜௞ ൌ 0 ݅ ൏ ݇ より݈௜௞ݑ௞௝ ൌ 0 ݇ ൐ ݅
• ܽ௜௝ ൌ ∑ ݈௜௞ݑ௞௝௜

௞ୀଵ となる
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LU分解

• 係数行列の要素

• ௜௜ ௜௝ の性質を利用

• の要素 ௜௝ ௜௞ ௞௝
௜
௞ୀଵ

• の要素 ௜௜ ௜௞ ௞௜
௜
௞ୀଵ ௜௞ ௞௜

௜ିଵ
௞ୀଵ ௜௜

• の要素 ௜௝ ௜௞ ௞௝
௜
௞ୀଵ ௜௞ ௞௝

௝ିଵ
௞ୀଵ ௜௝

• ݅ ൒ ݆の要素 ܽ௜௝ ൌ ∑ ݈௜௞ݑ௞௝
௝ିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈௜௝
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LU分解

• 上・下三角行列要素を求める
• 列目

• ܽଵଵ ൌ ∑ ݈ଵ௞ݑ௞ଵଵିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈ଵଵ ൌ ݈ଵଵ → ݈ଵଵ ൌ ܽଵଵ

• ܽଶଵ ൌ ∑ ݈ଶ௞ݑ௞ଵଵିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈ଶଵ ൌ ݈ଶଵ → ݈ଶଵ ൌ ܽଶଵ

• ܽ௜ଵ ൌ ∑ ݈௜௞ݑ௞ଵଵିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈௜ଵ ൌ ݈௜ଵ → ݈௜ଵ ൌ ܽ௜ଵ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊

• 列目
• ܽଵଶ ൌ ∑ ݈ଵ௞ݑ௞ଶଵ

௞ୀଵ ൌ ݈ଵଵݑଵଶ → ଵଶݑ ൌ
௔భమ
௟భభ

• ܽଶଶ ൌ ∑ ݈ଶ௞ݑ௞ଶଶିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈ଶଶ ൌ ݈ଶଵݑଵଶ ൅ ݈ଶଶ

→ ݈ଶଶ ൌ ܽଶଶ െ ݈ଶଵݑଵଶ
• ܽଷଶ ൌ ∑ ݈ଷ௞ݑ௞ଶଶିଵ

௞ୀଵ ൅ ݈ଷଶ ൌ ݈ଷଵݑଵଶ ൅ ݈ଷଶ
→݈ଷଶ ൌ ܽଷଶ െ ݈ଷଵݑଵଶ

• ܽ௜ଶ ൌ ∑ ݈௜௞ݑ௞ଶଶିଵ
௞ୀଵ ൅ ݈௜ଶ ൌ ݈௜ଵݑଵଶ ൅ ݈௜ଶ

→݈௜ଶ ൌ ܽ௜ଶ െ ݈௜ଵݑଵଶ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊
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LU分解

• 列目

• ଵଷ ଵ௞ ௞ଷ
ଵ
௞ୀଵ ଵଵ ଵଷ ଵଷ

௔భయ
௟భభ

• ଶଷ ଶ௞ ௞ଷ
ଶ
௞ୀଵ ଶଵ ଵଷ ଶଶ ଶଷ

ଶଷ
௔మయି௟మభ௨భయ

௟మమ

• ଷଷ ଷ௞ ௞ଶ
ଷିଵ
௞ୀଵ ଷଷ ଷ௞ ௞ଶ

ଶ
௞ୀଵ ଷଷ

ଷଷ ଷଷ ଷ௞ ௞ଷ
ଶ
௞ୀଵ

• ସଷ ସ௞ ௞ଷ
ଷିଵ
௞ୀଵ ସଷ ସ௞ ௞ଷ

ଶ
௞ୀଵ ସଷ

ସଷ ସଷ ସ௞ ௞ଷ
ଶ
௞ୀଵ

• ௜ଷ ௜௞ ௞ଷ
ଷିଵ
௞ୀଵ ௜ଷ ௜௞ ௞ଷ

ଶ
௞ୀଵ ௜ଷ

௜ଷ ௜ଷ ௜௞ ௞ଷ
ଶ
௞ୀଵ
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LU分解

• 列目

• 行目の要素から計算

• に対して ௜௝ ௜௞ ௞௝
௜
௞ୀଵ ௜௞ ௞௝

௜ିଵ
௞ୀଵ ௜௜ ௜௝

௜௝
௔೔ೕି∑ ௟೔ೖ௨ೖೕ೔షభ

ೖసభ
௟೔೔

• に対して ௜௝ ௜௞ ௞௝
௝ିଵ
௞ୀଵ ௜௝

௜௝ ௜௝ ௜௞ ௞௝
௝ିଵ
௞ୀଵ

• ௜௝ ௜௝ ௜௜ は計算不要

• ܽ௜௝の参照は1回
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LU分解

• メモリの節約(大規模計算する現代でも有効)

• 係数行列

ଵଵ ଵଶ ଵ௡

ଶଵ ଶଶ ଶ௡

௡ଵ ௡ଶ ௡௡
• 計算結果を逐次格納する

• 分解結果

ଵଵ ଵଶ ଵ௡

ଶଵ ଶଶ ଶ௡

௡ଵ ௡ଶ ௡௡

, ௜௜ は既知
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LU分解を用いた行列式の計算

• 行列式の性質

•
• 係数行列 の行列式の値

•
•
• ଵଵ ଶଶ ௡௡

•
• ଵଵ ଶଶ ௡௡
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